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Aufgabe 1 (4 Punkte).

Sei A eine £-Struktur. Wéhle fiir jede £-Formel ¢[z1,...,z,] ein neues n-stelliges Relations-
zeichen R,. Bezeichne mit £’ die Erweiterung von £ um diese Relationszeichen. Die Struktur A
wird nun als £'-Struktur A" aufgefasst: Das Tupel (a1, ...,a,) liegt genau dann in R;", wenn gilt

A E play, ..., ap].

a) Zeige induktiv iiber den Aufbau der Formeln, dass fiir jede £'-Formel ¢[z1, . .., x,] eine L-Formel
0[z1, ...,y existiert mit A" = VZ(¢[z] < 0[z]).

b) Hat die Theorie Th(A’) Quantorenelimination?

Aufgabe 2 (6 Punkte).

Betrachte die Sprache £ = {0, s}, wobei s ein einstelliges Funktionszeichen ist, sowie die L£-
Struktur Z = (Z,0%,s%) derart, dass sZ(z) = = + 1 als die Nachfolgerfunktion interpretiert wird.
Beachte, dass fiir n > 0 aus N die in £ ausdriickbare Eigenschaft y,, gilt: Fiir kein Element x ist
s"(x) = x, wobei s" fiir die n-fache Verkettung steht. Aulerdem ist s bijektiv (o).

a) Auf Modellen von Th(Z) lisst sich folgende Aquivalenzrelation betrachten: Zwei Elemente
und y seien in Relation, wenn es ein n aus N gibt mit s"(z) = y oder s"(y) = x.
Zeige, dass es eine elementare Erweiterung Z’ von Z gibt mit einem Element, welches nicht mit
0% in Relation ist.

b) Zeige, dass die Kollektion {x, | » € N} (als £-Aussagen formuliert) vollstdndig mit Quantore-
nelimination ist.

Gib eine explizite Axiomatisierung der Theorie Th(Z) an.

Aufgabe 3 (6 Punkte).
Ein Ultrafiter heifit generisch, wenn er kein Hauptfilter (siehe Blatt 0, Aufgabe 3) ist.

a) Zeige, dass eine Teilmenge X von N genau dann unendlich ist, wenn sie in einem generischen

Ultrafilter & auf N liegt.

Sei nun (A, Y, )nen eine Kollektion nicht-trivialer Mengen mit einer ausgezeichneten Teilmenge
Y, C A,. Wir betrachten jedes Paar (A,,Y,) als eine Struktur A,, in der Sprache £ = { P}, wobei
P ein einstelliges Relationszeichen ist, durch Definiton von PA» =Yj,.

b) Sei N aus N fest. Zeige, dass folgende Behauptungen dquivalent sind:

e Es gibt ein ng aus N derart, dass |Y,| < N fiir alle n > ny.
e Fiir jeden generischen Ultrafilter U auf der Indexmenge N ist \PA] < N, wobei A =[], An.

(Bitte wenden!)



Aufgabe 4 (4 Punkte).

In der Sprache £ = {<} betrachte die £-Struktur R mit Universum R und der kanonischen
linearen Ordnung. Sei nun U ein generischer Ultrafilter auf der Indexmenge N. Wir identifizieren
die Elemente aus R mit Elementen aus der Ultrapotenz RY, deren Universum [[, R ist, denn RU
ist eine elementare Erweiterung von R.

Zeige, dass es eine Folge ((n)nen in RY derart gibt, dass 0 <RY Cnt1 <RH Cn <Ry fiir jedes
r >0 aus R.
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